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一 类具有快速振荡系数的线性抛物方程的近似能控性 

许友军，黄宠辉，杨晓霖 

(南华大学 数理学院，湖南 衡阳 421001) 

摘 要：考虑一类具有快速振荡系数的线性抛物系统的近似能控性，"-3￡— 时，具有 

快速振荡系数的线性抛物系统的近似控制和相应的解分别收敛于相应的均匀化问题 

的近似控制和相对应的解． 
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Approximate Controllability for a Parabolic Equation 

with Rapidly Oscillating Coefficients 

XU You-jun，HUANG Chong—hui，YANG Xiao-lin 

(School of Mathematics and Physics，University of South China，Hengyang，Hunan 421001，China) 

Abstract：In this paper we consider an approximate controllability problem for linear para— 

bolic equations with rapidly oscillating coefficients．We show that，as￡ O，the approximate 

control and the corresponding solution converge respectively to the approximate control and 

to the solution of the homogenized problem 

Key words：controllability；homogenization；parabolic equation 

0 引言 

设 力c R (17,≥1)是一个有界开集，边界属 

于 C ．考虑下面抛物系统 

P(--~)Y 一div( (詈) 
Y = 0 

y ( ，0)=Y 

V Y8)= 1 ( ，f)E Q， 

( ，￡)∈ 

(x)x∈ 

(1) 

这里)， = ，，，0 ∈ ( )，Q= ×(o， )， 

是 的一个非空开集． ∈L2(Q)是一待定的 

控制函数，1 是 的特征函数．任意 >0，A(y) 

= ( (y)) 是定义在R“上的凡×凡矩阵值 

函数，其中 = ，A∈C (_y) 是 Y一周期的． 

对任意A：(A 一，A )∈R ，存在 >0满足 

∑口 Ai』]L ≥ lI A II 2．P∈L (R )满足o<P ≤ 
id=1 
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p(x)≤P a．e E R“中P是1，一周期函数 ，这 

里 Y=[0，1 根据文献[1—2]第三章知，系统 

(1)有一个唯一的解 Y 且满足Y ∈C([0，T]； 

( ))n L (0， ；珑( ))． 

由文献[3]知，当 一0时，系统(1)收敛于 

fpy 一div(A 7)，)= ( ，t)∈Q， 

{Y=0 ( )∈∑， (2) 
【y(x，0)=Y。( ) ∈力， 

这里平均值 』『0． ] (戈) 和均匀化常数 
矩阵A【 ．该类问题来源于许多实际问题如热传 

导，合成物中的弹性或扭 曲，多孔介质中的流动 

等，是非常有意义的，引起了许多学者的关 

注 。一 ． 

1 主要结果 

定理 1 假 设 A，P满足上 述条件，序 列 

{y0 }。；。c L2( )，{Y } ；。c L ( )满足 

l ira l1)， 1一Y II (n)=0， 一 

l ira 0一 ( =0 (3) 

y ( ，t)是相应于初值 时系统(1)的解，则 

当 0时，在L ( ×(0，T))中，有 强收敛于 

，在C([0， ； ( ))中Y 强收敛于y．此时，极 

限系统的近似能控性成立，即 

II Y 一Y(T)lI lfl(力)≤OL (4) 

由条件(3)知，得 

li ll(Y _。。 ( ))一(Y。一 ( ))ll L2(s2)=0 

(5) 

这里 是系统 

[PY 一div(A 7 )=0 ( ，t)∈Q， 

{ =0 ( ，￡)∈∑， (6) I 、 

v(x，0)=Y。( ) ∈． ， 

的解． 

2 证明 

由文献[3]可知，对任意固定的 ，系统(1) 

的近似能控性是下面具有快速振荡系数的线性抛 

物系统的对偶问题的唯一连续性的直接结果． 

一 p(x~ -)qb 一div(A(x- -)v 4, )=0 ( ，￡)∈Q， 

= 0 ( )∈∑， 

咖 ( ， )= ：( ) ∈ ， 

注意到Hahn—Banach定理并不能提供任何 

信息关于控制依赖初始数据和参数 因此，对任 

意 咖 ∈L2(力)，定义 

_， ( )= Jc 上l I 出dt+ IIp(詈)咖 ll 一 

(詈)()， ( ))咖： (7) 
这里咖 是系统 

p(詈) v(A( x--)v4, )=0( )∈Q， 
1 =0 ( )∈∑， 
【 ( ， =4,0( ) ∈． ， 

}p(詈) 一div( (詈)V )=0( )∈Q， 
= 0 ( )∈∑， 

【 ( ，0)=)，0 ( ) ∈力， 

(9) 

的解． 

girl 2 假设定理 1的条件成立，则泛函 

满足 

⋯  嵩 ≥ (10) 
且极小值点序列 {咖 } ；。在 ( )中是一致有 

界． 

证明．假设序列{q}，≥1和{ ； ∈L2(力) 

满足当 一∞时，0一。且 fl ： II L2(n)一o。，显然 

有 ( 占) }J 一 ∞．为了方便，仍就定义 

为子列，有当 —o，I J I{ )一 ∞相应于初值 

=4,o／Il l1 ㈣ 时系统 (8)的解为 = 

咖 ／II ：Il ( 易知在 (o，T；L ( ))中 弱 

收敛于 ，这里 相应初值 。( )： 时系统 

(8)取极限时的解． 

由函数 的定义，有 

．， ( )／(p( ／8) ：)= 1 I1 p(x／e)4, II (n)× 

上lI }I dxdf+ —fao(x／占)(，， 一 ( )) 
(11) 

有下面两种情况： 

1)li lI dxdt>0； 

2)li l1 dxdt=0· 

易知情况 1)时。式(10)成立，在情况 2)，有 
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= 0 ( ，￡)∈c￡，×(O， )．根据 Holmgren唯一 

性定理和 ∈C([0，T]；L2( ))，则有 =0， 

于是 易 得式 (10)． 另一 方 面，令 ， = 

in
L2

f
(n) 
(qbo)·显然，对任意 >0，Ie≤0·又因为 

(o)=0．因此，极小值点{ } ；。在己 ( )中是 
一 致有界．得证． 

引理3 假设满足引理 2的条件，当占一 0 

时，则极小化序列{ } 和函数 ，在 (力)中满 

足P(÷) ：强收敛于 。；在C([0，T]； ( )) 

中满足 强收敛于 ，这里 相应初值 。时系统 

(8)取极限时的解． 

证明：由引理 l知{p( ／占) } ；。在 ( ) 

中一致有界，抽出子列仍定义其本身，当8— 0 

时，在 ( )中，有p(x／e)$ 弱收敛于 。接下 

来，证明 。= 。或 

J( 。)≤．，( 。) V 。∈L2( ) (12) 

由文献[3]知，在L (0，T；L ( ))中，有 

弱一 收敛于 ，这里 相应初值 系统(8)取极 

限时的解．注意到式(5)和函数-，的下半连续性， 

得 

-，( )≤ll~m ~I．， -- 0 ) 

且对 V ∈L ( )，有 

limi nfJ ( )≤lim ( ( ／8))于是 

_， ( 。／p(x／e))一 ( 。)=— 1 

I2_ 上 一floe(yl---- ))一 
(Y 一 ( ))] 。 (13) 

对任意固定 。∈L2(力)有li ( ／p(x／ 

8))=_，( ) 

这里 相应初值 (x／6)时系统(12) 

的解．由文献[3]知，当 一0时，式(12)收敛于 

0．联合上述各式，得(12)．令，： inf．，( )，易 
击”EL (n) 

知当 一。时，有 ： inf ( )一 又联合 
4,oEL2(n) 

上述各式，易得到问题的证明． 

定理 1的证明．由文献[3]和上述引理，易得 

当s_0时，在 (甜×(0，T))中，有 强收敛于 

，在 c([o，T]；ff(力))中 强收敛于Y且式(4) 

成立．得证． 
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