
第23卷第 1期 
2009年 3月 

南华大学学报(自然科学版) 
Joumal of University of South China(Science and Technol 

Vo1．23 No．1 

Mar．2OO9 

文章编号：1673—0062(2009)01—0066—03 

类带弱奇异核的偏积分微分方程空间半离散的稳定性 
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摘 要：给出了一类带弱奇异核的偏积分微分方程的关于时间连续的 Legendre— 

Galerkin谱空间半离散格式及稳定性的证明，其误差界比较好． 
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Stability of Spatial Half Discretization for a Partial 

Integro——Differential Equation W ith a W eakly Singular Kernel 
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Abstract：In this paper，given the stability of the spatial Legendre～Galerkin~semi—dis— 

erimination for a partial integro——differential equation which is continuous in the direction 

of t． 
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l 预备知识 

研究下面一类偏积分微分方程 
一  

“” ，￡) lfi(t-s一)△“( ，s)ds+Ax，￡) 
(1) 

(其中核 (t)=t ，在t=0点是奇异的) ∈ 

= (一l，1) ，0<t，有如下边界条件： 

tt(X，t)f m =0，0<￡ 

和如下初始条件： 

(2) 

u( ，O)=u0( )， E (3) 

其中，△是一个二维的拉普拉斯算子， 是单位 

正方形区域 的边界． 

问题(1)～(3)常出现在带有粘弹性力的流 

体模型及带有记忆功能的热传导物质．国内外有 

很多人研究了这类方程．陈传淼、V．Thomre和L． 
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B．Wahlbin采用向后Euler格式，空间方向采用线 

性有限元，积分项通过内积求积技巧进行离散，得 

到解的正则性条件及误差估计．J．C．L6pez— 

Marcos研究了一类非线性的积分微分方程，采用 

了一阶时问全离散差分格式．W．Mclean，V． 

Thom6e使用了 Euler和二阶向后差分格式，空间 

方向采用 Galerkin有限元方法，并给出了正则性 

估计．徐大考虑了Euler和Crank—Nicolson格式 

和一阶、二阶卷积求积，得到了带权的误差估计． 

并且使用 Galerkin和配置方法进行时间离散，得 

到最优阶误差估计和空间方向使用正交样条配置 

方法，得到空间半离散的稳定性和收敛性，而且时 

间方向使用有限元并且允许变时问步长． 

首先定义正交投影算子：P ：L2一 P ( )， 

(力)是边界上为0的Ⅳ次多项式空间， 

( 一P ， )=0， ∈po(． )． (4) 

我们还将用到下面的引理： 

引理 1 (t)∈L (0，∞)为正类型，当且 

仅当， 

R (s)≥0，对s∈{s∈C，Res>0} (5) 

其中的卢表示 的拉普拉斯变换．证明：见文 

献[1]． 

为了分析其稳定性 ，我们再介绍定义在[0， 

。。)的函数 的拉普拉斯变换： 
一 + ∞ 

(s)=l u(t)e-stdt， 

同时回顾它的一些性质： 

命题 2(卷积定理)如果 ： 
一 

0，I： (t)=【口(t一 ) ( )dr，t_∈(0，∞)， 

那么有： 

a (5)=a(s) (s)： (6) 

引理3(Parseval等式) 
· +∞ 

f 出(s0+i ) (s0+i ) ： 

2竹【e-2Sotu(￡) (t)dt， (7) 

以及 

J ll h(s。+i )ll d = 

2百【e 帅 Il (￡)II dt， (8) 

其中 =一l，s。≥0， 是 的复化． 

证明：见文献[2]． 

引理4对 。>0，如果 

上e-2s~ty(1)( ) (t)dt≤Jf e 。7(0 (t)dt 
成立( ̈ ’(t)表示 关于z的一阶导数)，那么就有： 

~

c-2s0ty2( t≤ (o)+ e ㈤ dz 

2 Legendre—Galerkin空间半离散 

及稳定性 

在这一节里，我将用关于时间连续的Legendre 
— Galerkin谱来逼近式(1)～式(3)的解，记 方向 

半离散近似解为aN(￡)：[0，∞)一 ( )，其中 

( )是边界上为0的Ⅳ次多项式空间，式(1)～ 

式(3)的离散格式可写成如下形式： 

( )= ( 一s)(△ x)as+ 

( ￡)，’C)，V ∈P (． ) 

uⅣ(O)=PⅣU0 

(9) 

下面将证明Legendre—Galerkin空间半离散 

解的稳定性． 

定理5 (稳定性)考虑初边值问题(9)，有： 
+ ~~

e-2s~t ll (￡)ll d￡ ≤ 1 _II“
。 lI + 

e Ilf(￡)I (10) 

证明：对式(4)两端应用拉普拉斯变换结合 

式(6)得： 

( (Js)， )： 西㈤(△ Is)， )+( Is)， ) 

取 = (S)得： 

(警(．s)， ．s))= ㈤(△ Is)， Js))+ 
L ．s)，血，v(5)) 

设 s=s。+ (s。>0)，对两边同时取实部得： 

Re((警 +i s。+i )= 
Re@(s0+i ))(ah～s。+i )， ．】v(50+i ))+ 

Re(( s。+i )，也 (s。+i ))) 

因为拉普拉斯算子 一△具有正性 ，也即： 
一 (Au (so+i )，h～(so+i ))≥0 

由式(5)，所以有： 

Re(( OUN
，五 ))≤Re( 五 )) 

利用拉普拉斯变换的Parseval等式(7)得： 

( 。 ) 

=  ( ) +i()d(dO 

=

2竹 +~e-2s~t

警 
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同时有 ： 
-
+∞ 

J ， )( + ) 
J一 ∞ 

s。+ ) (s。+ )d d 

=2盯 e 。 f)uⅣ(t)dtd~ 

由上两式可得： 

e ∽ dO 

=  Re((警 0+i 
1 ，十∞ ． 

≤ 
一  

Re( ，h．v)( +i ) 

= 上上 e～cf(t)u (t)dtd~ 
利用引理4，我们很容易得到： 

e (t)d￡ 

≤ c (0)+~oSo；e— ∽d￡d 
可以证明，l1 P U。ll≤ IIⅡ。I1．事实上，u(x) 

= ∑ 厶( )，L 代表i次Legendre多项式， 

ll II =(u， )=(∑uiL ( )， 

∑u ( ))=∑u (厶( )，厶( ))=∑u 

可以得到：II lI≤1． 

所以有： 

II u~(t)H 2dr~< 0Il + 

e IIf(州  t 

3 数值例子 

设所要求的近似解 ( ，t)=∑ (t)竹(￡) 

其中竹(t)为满足边界条件： (一1)= (1) 

=0的正交基，我们取 

)=俘  ∽dt 
对式(9)两端作拉普拉斯变换得： 

(1‘1,N )= (S)(△也̂，(S)， )+ ， )，令 

=h (11) 

数例： 

M ( )=上(￡一s) x,s)山+ ) 
假设精确解为 u(x，t)=(1+ )(1一 )t ， 

U(一1，t)=u(1，￡)=0； ( )=0； 

，t)=÷(1+戈)(1一 )￡ +} ￡ 
代入式(11)，考虑初始条件，并取 k=0．1，N 

=10，取 t=0．1，0．2⋯0．5进行比较．见表 1． 

表 1 误差表 

Table 1 Error chart 

由表 1可以看出近似解能很好的逼近精确 

解，最大误差为 0．015 9．用关于时间连续的 Leg． 

endre—Galerkin谱来逼近式(1)～式(3)的解所 

得出的误差界与参考文献当中的一些文章使用有 

限元方法(FEM)，样条配置方法(spline coUecfion 

metho(1s)等所得的结果一致． 
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