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摘 要：本文讨论了无穷维MObius变换的两元生成子群离散非初等的条件，并建立 

了特殊情形的Jcrgensen不等式． 
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Abstract：This paper discusses two dimensions ~ansformed from infinite — dimension 

Mobius generates the nondiscrete subgroups of the primary conditions，and establishes Jor- 

gensen inequality in special conditions． 
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0 引言 

Mobius群的离散性是 MObius群中一个既基 

本又重要的问题．在文献[1]中，Jcrgensen建立了 

如下著名的不等式： 

定理 1 若由 Mobius变换厂和g生成的群是 

离散且非初等的，那么下列不等式成立： 

I￡r ( 一4 I+I￡r( g一 一2)l≥1． 

作为应用，JCrgensen在文献[1—2]中证得了 

如下结果： 

．s￡(2，c)中的非初等子群G是离散的当且仅 

当由G中任意两元生成子群是离散的． 

Cao，Waterman_3 利用交比的一些共轭不变 

性质，得到了与维数无关的高维 Jcrgensen不等 

式 ： 

设 <厂，g>是离散非初等的，且厂，g都不是椭 

圆元素，则当 和g没有共同的不动点时，有 
1 

fl 一，II‘ 一，lI≥ 

本文结合 Jcrgensen和 Waterman的证明方 

法，根据无穷维 Mobius变换的 自身特点对 

Jorgensen不等式作进一步研究，探讨无穷维两元 

生成子群离散非初等的条件，主要结果是文中定 

理 3和定理 5． 
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1 无穷Cliff0rd矩阵与无穷维Mt~bius 

变换 

无穷维Clifford代数 是由可数基{i。} 。在实 

数域R上生成的结合代数且满足： 

ihiI=一 I (h≠后)，i =一l，Vh，后≥1． 

于是， 中每个元素能唯一地表示成 口= 

∑(71"I，的形式，其中，= 。 tl2⋯ 1≤ l<tI2< 
⋯⋯ < ≤，l，其中n是依整于口的一个固定数，称 

为口的度；口，E R(即口，均为实数)且∑，0；<∞． 
若 =咖，则称n，为口的实部，记为Re(口)；其余部 

分称为口的虚部，记为Im(口)．在 上定义Euclid范 

数： 

I o I一̂／∑口；=,／I Re(a)l +l Im(a)I 
V ， 

(1) 

在 上定义三种对合运算： 

1)“”’运算：将a的表达式中每个i 用 一 代 

替(后≥1)，这确定了 上的一个自同构： 

(ab) =a b，(口+6) =口 +6 ； 

2)“ ”运算：将口的表达式中每个／’'t,I 屹⋯ 

用i．pivp
_ 1

~‘

，。
代替( ≥1)，这确定了 上的一个反 

自同构： 

(ab)’=6’口’，(n+6)’=口’+b ； 

3)“一”运算：a=(口’) =(口 )’这也确定了 

上的一个反自同构． 

在 中，称形女口 = 0+X1i1+⋯ +x．i +⋯ 

的元素为向量，并记所有向量组成的空间为 ：， ： 

= 2 U{∞}．对任意 ∈ ：有 ’= ， = ．对 

x,y ∈ 定义 与Y的内积( ·Y)为 

( ·，，)=戈0Yo+xlYl+⋯ +x．y +⋯， 

其中 = 0+Xli1+⋯+x．i +⋯，Y Yo+，，li1+ 

⋯ +，， i + ⋯． 

对非零向量 ， = =I l ≠0，因此 可 

逆，并记其逆为 ～= 显然能分解成有限个 
I I

．  

非零向量乘积的元素是可逆的，所有这种元素构成 

．

一 个乘群，记为Jr1，并称之为无穷维Clifford群 

定义2若2 x 2阶矩阵g=f口 l~,．-Y=-FN 
C d／ 

条件： 

(1)口，b，c,d E F U{0}； 

(2)△(g)=ad 一bc’=1； 

(3)ab ，d’b，cd’，c’口if：e2， 

则称g为无穷维Clifford矩阵，其全体记为sL(r)． 

令 

g一1==f ’。—‘ ‘1． 
显然g 是g的逆元，由简单的计算可知： 

SL(r)关于矩阵乘积构成群 对任意的Clifford矩阵 

g =±(：三]，它诱导出删 g(川，乏 
g( )=(n +6)(c +d)一． 

这样的映射称为无穷维 M6bius变换；对应 

地，所有这样的映射关于映射的复合构成群，称之 

为无穷维 Mt~bius变换群，并仍记为乩(厂)． 

2 主要结果 

乩(厂)中的子群G称为是初等的，如果 G在 

e：中存在有限的G轨道，即存在 ∈ 使得集合 

C(x)={g( )，g E G} 

是有限的；否则称C称为是非初等的． 

G被称为是离散的，若 C不含有任何由不同 

元素构成的收敛序列． 

定理3 设G是Is (jr’)的离散子群，其中A 

=(三1]∈G测对任意 
B =[：三]∈G，有·c l=。或·c l≥t． 
证明：用反证法，假定存在B∈G使得0< 

I c l<1，令 

Xo =B ， +1= ， 

Xm =[：：三- ／m-o， 一， 
那么有 

口 +l=1一口 c．==， 6 +l=口 DJ=：， 

cm+】=一c c：， +1=1+口 c： (2) 

特别地， 

+l=一(c0 ) ， 

l cm+l l=I(coc ) I=I c0 l 2m~l
，
m = O，1， 

由0<I c I<1有limc =0． 

下面证明lira =A．事实上由式(2)有 

珏 +l=1一口 c：=1一cJ==+am-icJ=：一lcJ=： 

= 1一c：+c：一lc：一口 +2c-一2c，==一1c： 

I口 +l I≤I ao I I c；0 I +∑I Co I‘-<KZ l cb l‘， 

其中K=max(I口I，1)，因此{I a I} 是有界序 

列． 
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因为 

_I1= ≤ lc0 ， 

于是 

liraa = 1． 

同理可证序列{I b I I，{l d I{是有界的，从 

而完成了limX =A的证明．由I c I≠0有 

l C I≠ 0，X ≠ A ，m = 1，⋯ ， 

又群 G离散，故假设不成立． ‘ 

推论4 设A，B ∈SL(F)满足： 

A=( ) 
若 <A，B >是离散非初等的，则 I c I≥1． 

证明：由定理 4有 l c I=0或 I c I≥1，又因 

为 <A，B>是非初等的，所以I c I≥1． 

定理5 设A，B ∈SL(F)满足： 

A= )' =(：三)， 
其中r>1，若 <A，B>是离散非初等的，则 

(r—r ) (1+I bc I)≥1 (3) 

证明：假定式(3)不成立，即 

(r—r ) (1+I bc I)<1 (3a) 

令 

Xo=B， B +l=B A J== ， 

m —o， 一， 

有 

a m+1=ra 一F-Ib c：， 

b =(r一一r)am6：， (4) 

cm+l=一(r_。一r)cm ， 

d + ：r～d am 一rc 6 ， (5) 

b,n~lcm +1：一(r一 一r)。(1+6 c )6 c：． 

(6) 

令f：E0，r]一 [0，r]为 ． 

)= (1+ )(r～一r) ，r=(r-Ir) 一1 

(7) 

显然 )是增函数 )≤ 且有二不动点0和 

r，这里 ∈[0，r]．由(3a)有 I 6c I<r． 

由 )的性质知 

l brn+lcm +l I≤ l 6 c：I)≤⋯ ≤厂“(I 6c’I)， 

所 以 

limb c =0， lima d：=1． 

又am =d am 所以limd am =1．结合上面 

所得到的极限及等式(4)，(5)得 

lima =r，limd =r～． (8) 

于是对任意的 >0，存在M >0，当m>M时有 

I口mr I< 1+ ， I dmr I< l+占． 

又由假设知l卜．r l<l，所以当取占充分小时存 

在t∈[O，1]，若 m>M则有 

IⅡ r一 l·l r—r一 l≤ 1，l d r l·l r—r一 l≤ 

1． 

由式(4)，(5)可得 

I bm+lr一‘ ’l≤ t I 6 r I=0， 

I Cm+l “ I≤ t l c r I． 

因此 

limb r一 ： limc r = 0，limA～B2 = A 

因 <A，B>是离散的，当m充分大时，B： = 

A，于是B： A=AB： ，即 保持 的不动点 

集{0，∞}不变．YLB2~一：B =A 所以 2 一： 

保持{0，∞}不变．重复这样讨论可知{0，O0}在 

B (i=2m一1，2m一2，⋯，1，0)的作用下保持不 

变，所以 <A，B>有有限的轨道，这与 <A，B> 

有非初等矛盾． 
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