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摘 要：通过对两个或三个神经元网络动力学性质的研究加深对大规模神经网络的 

了解是当前神经网络动力学性质研究的一个热点．本文考虑了一类二元三时滞神经 

网络模型的动力学性质．通过线性化方法，分析了神经网络微分系统的线性稳定性和 

Hopf分支，并利用Hassard的标准型方法和 中心流形理论得到 了Hopf分支的方向． 

本文的结果是已有文献结果的扩展和补充． 
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Hopf Bifurcation Analysis for a Two——neuron 

Network with Three Delays 
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(1．School of Mathematics&Computational Science，Guilin University of Electronic Technology， 

Guilin，Guangxi 54 1 004，China；2．College of Science，Hunan Agricultural University， 

Changsha，Hunan 410128，China) 

Abstract：The investigation of neural networks with two or three neurons has been the hot 

subject of recent study，for which can obtain a deep and clear understanding of the dynam— 

ics of large—scale neural networks．In this paper．the dynamics of a class of two—neuron 

networks with three delays iS investigated．The linear stability and Hopf bifurcation are an． 

alyzed by linearization method．and the direction of Hopf bifurcation iS obtained by the nor- 

mal form method and the center manifold theory introduced by hassard．The results extend 

and complement some earlier publication． 
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l 模型的引入 

自从 Hopfield通过电子元件实现神经网络模 

型u 以来，神经网络动力学性质的研究已成为当 

今十分活跃的课题，在这方面也取得了十分丰富 

的研究成果 ．正如吴在 中指出，神经网络是 
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复杂的大规模的非线性的微分动力系统，具有时 

滞的神经网络的动力学行为更为丰富、更加复杂， 

对两个或三个神经元网络的研究是对深入清晰了 

解神经网络动力学行为的常用方法，同时我们希 

望通过对两个或三个神经元网络的研究能够加深 

对大规模神经网络的了解．关于小规模神经网络 

研究的文献可参考。。 ． 

在这篇文章中，我们将研究如下一类具有时滞 

的二元神经网络模型 

f互=一 (t)+blL， (t一 1))+61 Y(t一7-2)) 

【 =一y(t)+62L厂<x(t—r3))+622， y(t—r )) 

(1) 

其中 = ， ( )和 ( )分别表示两个神经 
U  

元的状态， (i=1，2，3，4)表示触突传输信号的 

时滞⋯b(i， =1，2)表示触突间的连接权 一 

月是连续的激励函数． 

由于上述系统存在多个时滞 ，研究其稳定性 

和 Hopf分支时，我们会面对来 自处理指数不同的 

超越方程的麻烦，所以这是一项十分困难的工作． 

Mahaffy指出企图找出所有使两个时滞的二阶超 

越方程只有负实部复根的参数是不可能的 J．这 

里我们总假设 ．r】，7．2， 3， 4>0，7-1=J『4= ，7-2+ 

7-。=2r， ≥r 一 是三次光滑单调递增函 

数，并且假设f(o)=0；b b22=b12b ． 

很多文章对具有一个或两个时滞微分系统的 

Hopf分支进行了研究，如文献[8—9]；然而，对具 

有三个时滞微分系统的 Hopf分支讨论的文献却 

不多．由于以上原因我们在这篇文章中将以系数 

和激励函数的一阶导数为参数讨论系统(1)的 

Hopf分支及分支方向．同时，我们所讨论的与所 

参考的文献的模型不同，是前述工作的补充．在以 

下的讨论中我们主要使用了标准形方法和中心流 

形理论 ⋯̈． 

2 稳定性分析和 Hopf分支 

将式(1)在原点线性化，并记为 

f =一 ( )+。 ( 一 )+口 )，( 一丁， (2) 
【 =一 (t)+a21 (t— 2)+a22Y(t一 ) 

则式(2)的特征矩阵为 

c ，A，=[A+——1。 -- a一 ll e一 A+-- a—12—e 。-：a r l一 ] 
(3) 

令 77=a +f』 。，则式(2)特征方程为 

detA( ，A)=(A+1)( +1一叼e一 )=0．(4) 

显然A=一1是方程(4)的根，下面考虑超越 

方程 

A+1一竹e一 =0． (5) 

方程(5)存在纯虚根 的充分必要条件为 

』Vcosfir 1， (6) 
【r／si =一 ． 

由(6)得ta =一卢，可求得解序列{ }』 ，定义 

√∈N，并记{rlj,J∈N}= l叼 

0， ∈N}u {77 I 77f<0，k∈N}，其中 叩 = 

mi ； {叩 }，叼 =m ； {叼 }． 

弓I理 l 设 E(A)=A+1—77e一 ，贝0 

(1)如果 一1< <1，则 E(A)所有的根有 

负实部． 

(2)如果叼∈(叼 ，77 )，则E(A)所有的根有 

负实部． 

(3)女口果 叼=77 ，贝0除了 ± 夕 ，E(A)的 

根都有负实部． 

㈤Re[ ]>。 [ <。 
证明：(1)将 A= + 代人E(A)并分离实 

部得 R{E( ，JB)}=OL+1一r／e一 cos( r)．当 一1 

<叼<1时，若 ≥0，R{E( ，卢)}> >0．即A 

=OL+ ， ≥0不可能是E(A)的根，则E(A)所 

有的根有负实部． 

(2)由指数多项式的性质 ̈ ，我们可证明 

(2)． 

(3)由指数多项式的根对参数的连续依赖性 

及(2)可证明(3)． 

(4) )对 叼求导 = ，于 

县 叼){ ： ±一 ： 一
drl j ： (1+7-( +1)) 

1簪 ,1-2／~ ，叫 】= ( +丁) + ’ 【 d77 I ： j 

爷等 同理可证 
Rf I 1<0． 【d

rl l ：町J 

定理 2 

(1)如果 一1<77<1，则方程(4)所有根的 

实部为负，即(0，0)为系统(I)的局部渐近稳定 

的平衡点； 

(2)如果叼∈(叼 ，7-／ )，则(0，0)为系统(1) 

的局部渐近稳定的平衡点； 



62 南华大学学报(自然科学版) 2008年 12月 

(3)存在s1>0， 2>0，女Ⅱ果77∈(叼 — 1， 

)u(77 ，77 +s：)，(0，0)为系统(1)的不稳定 

的平衡点； 

(4)系统(1)在 77=叼 发生 Hopf分支． 

证明：(1)，(2)显然成立；由引理1(4)及指数 

多项式的根对参数的连续依赖性，存在 >0， 

>O，女日果77∈(n,-一 I，77 )u(叩 ，77 + 2)，(4) 

至少存在一个实部为正的根，(3)得证；由定理 

2(2)，(3)及引理 1，我们可证(4)成立． 

3 Hopf分支的方向 

定义 垒叼．在这一部分，我们将利用标准形 

方法和中心流形理论得到决定系统(1)在 。垒 

田；分支方向的公式． 

令u(t)=( (t)，y(t)) ，11 (o)=u(t+o)， 

o∈[一 ，o]，则系统(1)可记为， 

u =A u +R u ． (7) 

这里 A = 

1篙 ∈[ '0)， 

I f一 (0)+。 (一丁)+n ： ：(一7- ’] ：0， L
一  (0)+(Z21 1(一，r2)+a22~P2(一丁) 

R ：』0 ∈[一T1，0)， 
【G( ， ) 0=0， 

G f'(
2

0) (b11( -~21( -T)
b b22~／) ]+ 二 L： (一7- )+ (一丁) 

f6l】 3 (一 )+bn i(一r )]+．．． 
6 L b21 (一 )+b22 i(一r)J 

其中 ， 为连续函数．由Riesz表示定理，存在 

有界变 差矩 阵 叼( ， )，0 ∈ [一丁 ，0)，使 得 

A (0)=I d卵(0， ) (0)， ∈C． 

定义A 的共轭算子A 为 

f一 ，臼∈[ ，o)， 
A 毗)：{．． 一 ’ ’ 

【J (～ )d叼(z， )，0=0． 

由第二节，A 、存在一对纯虚的特征值，记为 

± 。，而其他的特征值的实部为负．显然 ± 也为 

A 的特征值．通过计算，我们可得如下引理． 

弓I理 3 g(0) ： (1，d)一e = (1， 

一  

端 -T1,0)为A 盼相 
对于特iLI=值 慨 的特征 向量； ( ) =D(d， 

，)( ：
， 

。． 

，)为A二的相对于特征值 一 。的特征向量；并 

目．<q ，q>=1，<q ，q>=0．其中 

D = 『2d+丁e一徊0 + e-‰ +7-e-‰ d + 

2e一‰”d
， 

<g ，g>=西 T(0)q(0)一J一 。上l T( 一 
0)[d叼(0)]q( )d ． 

设 为77= 时式(7)的解．下面计算坐标 

描述在中心流形 ，定义 z(t)=<q ， >，则 

在中心流形 上，我们可得 W(￡，0)=u 一 

2Re[ (t)q(0)]， 这 里 W(z(t)，三(t)，0) = 

。(0) +W (O)zz+W()2(0) +⋯．事实上 

z，三为中心流形在方向q，q 的局部坐标． 

由于解 u ∈ ，于是 =<q ， >= 

< q ，A ￡+Ru
o
ut> = < q ，A枷uf>+< q ， 

R 
。
Ⅳ >= o + q (0)G(O，W(t,O) + 

2Re[ ( )口(0)])=ifl。z十 (0)fo( ， )垒 ；0 + 

g(Z， )．这里g( ， )=g加 一+gll + 号+g21 ， 一 

计 算 得，W = H 一 2Re[z(t)q(0)] = 

f W一2Re[q (0)‘ )g( )] 一1≤0<0 

ta w一2Re[q (0)· 口( )]+ 0j)o=o 

令 w =A 。W +n(z， ，0)，这里 n(z， ，0)= 

日2o z +日
l1
五 +Ho2 z +⋯

． 在式中W对f求导得 

W = 三+ ，将其展开比较得(A 一2i5o) = 

一 H2o(0)，A W1 (0)=一H (0)(A +2 o)w 

= 一 Ho2(0)． 

通过计算，我们可得， 

g( ， )=q (0)·fo( ， )= 

q (0)·G(w( ， ，0)+2Re{zq(0)，0}= 

，b ．x~(

⋯

t-r )

b b y t__ )]+ ⋯ ，，)+，， ( 一7-) 
，
㈠

b

⋯

~ x

3(t-r )++6 + 
⋯ ：  b 。Dd[。 。 + 2e2‰t+2五+ 

w (f．一r) ze +2w；t (￡，一 ) 一‰ ]+ 

2／) Dr／[ +：：Ⅳ。+2zzNN + ( 
， 
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，

-

，r

7

n

-

1

、

)z Ⅳ + 2w ’( ， 一7- )。 ，̂] + 
如  (0) + 掣  D E。： 撕 +z2e2‰r+2 + (f

，

锄  。 

2zzNN+ ’(t，一71) zNe ，’+2Wle (t， 

一  ) z≥ 嘲(一 ’] + 6 Dd[ zje ] + 

掣 6】2D [ zj ]+ 621D Ez2≥e-i／3or]+ 

6 D Ez2三 Ⅳe 1 ] 

其中，N =( +1一alle一 )／a 比较可得， 

g20=Of (0)[6llde_2 。 +b12d +612e一 。 + 

b22Ⅳ2e一 ‰‘⋯l ] 

g02： (0)[6l1de +6】2d +621 e 。 + 

622 e ‰ 一l ] 

g】l=尸(0)D[bIId+6I2dNN+b2I+622廊 ] 

= ／ (O)Dd[ (t，一 )6 e +w (t， 
一

7_)611e一 + (t，一 )b12_Ⅳ +w： (t， 
一 ．r1)blzN] +／，，(0) [ (t， 一 )621B + 

w(2)(f，一 )b21e + (t，一r1)b22-Nero(r-r1) 

+ (t，一 1)622Ⅳe一‰‘ ]+ (0) [bude一‰f 

+6l2d， +62le一_|8。 +622，v2Ne一‰‘ ’] 

下面计算 W1 (t，0)， 。(t，0)，其 中 0 ∈ 

[～r·，0)．事实上，H(z，三，0)=一gq(0)一gq(0) 
2 - 2 -

．

-

2 

= 一 (g2o +gn +g02 )q(0)一(g20 +一gll 

2 

+go2 )q(0)比较得 H2。(0)= 一g20q(0)一 

g2oq(0)，一1≤ 0<0，H11(0)= 一g】1q( )一 

gl1口( )，一1≤o<o．于是 V ( )=2 w ( )+ 

g 。垡( )+g⋯o2q一( )，解得， 。( )： lg2o口(0)e 

一  

lg02
口(．u~ ．e一 + ． 同 理， ( ) = 

(0)e鲫 一 igll-Lz +E
2． 由 

( ) 的 连 续 性， 。( ) ： (0) 一 

lg02 (。)E
1 

(。)= l gHg(。)一 lgll口-L。)+E 
． 

由H2。(0)=一g2oq(O)一 。 (O)+Az，：)，注意 

．／I ， )=G(z， ，0)比较得H (0)：一g， q(0)一 

一  

20(0)，A枷 n(0J=一HII(0)，经计算我们司得， 

== 

c c △一 c2i 写 blle-2~~"

b e ++6_1b e 。 2一 ]， + 1 ‘ 0、 一 ／ 
层 ：／，，(0)△一 (0) +6· ]，其中△(K)： 

62l+ 622Ⅳ V 

(1+，c)，一f alle-~r a~2N2]． 
1 a21e a22e-te(r-r1)／ 

令C1(0)=i1一(g2Ug11—2g l g11 l 一÷× 
09 j 

『go2 1)+譬 一 ecl(0)， 
：  

． 基于以上自[3A9-分 ， =～ — —十一l J卜 I 

析，我们得以下结论． 

定理4 微分系统(1)在叼= 。发生Hopf分 

支，并且 

1)若 Re{ 2}>0，(Re{C (0)}<0)，则分 

支是超(次)临界的； 

2)若Re{C (0)}>0，(Re{C (0)}<0)， 

则周期解是(不)稳定的； 

3)若 T>0(T<0)分支周期解的周期是增 

加(减少)的． 
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表 2 治理后废水水质实测数据 

Table 2 The quality data of waste after treated 

5 结束语 

银矿含氰废水属于处理难度较大的一种工业 

废水，本治理方案通过对其生产工艺和废水特点 

进行详细的分析后，并充分利用原有的设备和条 

件，采用了一种实用、简单、可靠、安全的处理方 

法，方案实施和工程竣工后，经过一年多正常运行 

证明，整个系统运行可靠、处理方便、剩余污泥量 

少、污泥性质稳定、耐冲击负荷、处理效果显著，出 

水水质良好．监测果表明：处理后污水水质均达到 

国家排放标准中的一级排放标准，而 目工程基建 

和运行费用低，经实际核算：运行费用(包括电费 

和药费)为0．82 Yrym 污水，处理效果受到了厂 

方、有关专家和部门的高度评价． 
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