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Noet her环上的Gorenst ei n合冲模
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摘要：引入了Gor enst ei n合冲模，给出了Gor enst ei n合冲模类和挠自由模类重合的

等价刻画．
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Gor enst ei n Syzygy Modul es over Noet her Ri ngs
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Abst r act ：I n t hi s paper，we f i r st i nt roduce t he not i on of Gor enstei n k—syzygy modul es，

t hen gi ve gi n equi val ent char act er i zat i on t hat t he cl ass of Gor enstei n k—- syzygy modul es

conci des wi t h t hat of t t orsi onf ree modul es．

Key wor ds：Gor enst ei n k— -syzygy modul e；k—·t ors i onf rce modul e；Noet her r i ngs

本文的主要研究动机来源于Noet her环上的

k—Gorenst ei n理论在文献[ 1—2]中，文中用合冲

模类的性质给出了k—Gor enst ei n环的一个等价

刻画．之后，又有了许多很有意思的推广( 详见[ 3

—5] 等)．在文献[ 6]中，Huang和I yama指出了在

Ausl ander型环类中，合冲模类具有良好的性质．

并且，众所周知，对于任意正整数rg合冲模类

仃( rood R)都是函子有限的。因此，研究

Gorenst ei n合冲模是有意义的．

另一方面，容易验证矿(mod R) c∥(mod

R) CG一∥(mod R) ．因此，研究它们之间何时重

合也是一件非常有意思的工作．

本文中，总假设R是左 一右Noet her 环，r ood

尺( 或mod R叩)表示由有限生成左R模(或R模)

组成的模范晾除非特别申明，本文所考虑的模均

是有限生成的．对于一个左(或右)R模肘，设盯肼：

M_+肘一的典范同态，如果盯．| ．，是单态射(或同

构)，肘就称作是无挠的( 或自反的)．易知所有的

投射模都是自反的．

文献[ 7] 中引入了模级数和强级数的概念．

设A∈r oodR且i 是非负整数．如果对任意0≤J：

<i 有Ext ' ( A，R) =0，则称模A相的级数不小于

i ，记作gr A≥i ．如果对A的任意子模B都有gr曰

≥i 则称A的强级数不小于i ，记作S．gr A≥i ．模

ME r ood R(或M∈mod R叩) 被称为Gor enst ei n

投射的(简称G一投射)，如果对任意i ≥ l 有
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Ext ‘(肘，R)=0=Ext ‘(肜 ’，尺)并且肘是自反的．

文献[ 7] 中引入了合冲模和挠自由模的概

念，并且利用它们的性质得出了很好的结果．下面

引入Gorenst ei n合冲模的概念．

定义1 设A是一个有限生成左以模且凡是

正整数．如果存在正合列O_A—K- +x。- +⋯_+

x。小其中所有的置都是G一投射的，则称A是一

个， l —Gorenst ei n合冲模．用G一仃( r ood R)对应

地∥( r ood尺)，P( r ood尺) )表示由全体n—

Gorenst ei n合冲模( 对应地n一合冲模，，I 一挠自由

模)组成的全子范畴．对偶地，可以定义有限生成

右模范畴中的n一合冲模和仃( rood R叩) ( 对应地

仃( rood R叩)，P( r ood R印)．

注：如果上述定义中的所有五都是投射模， 则n—

Gor enst ei n合冲模就是n一舍冲模．

引理2[ 31 设有r ood R(或r ood R叩) 中的正

合列0_A一日—．+B，若其中日是自反的而B是
无挠的，则A兰(Coker f ’)’．

引理3 下列陈述 等价：

( 1)ME∥( rood尺) ；

( 2) M∈G一∥( r ood尺) ；
( 3)存在N∈r ood R印使得M兰N’．

证：( 1)号( 2)是显然的，由引理2易知

( 2)考(3)．

( 3) j ( 1)没有N∈r ood R叩使得M兰N‘．在

rood R叩中作Ⅳ的投射分解Q。-+Q。_+Ⅳ_÷0，易

得正合列0一Ⅳ‘_+W-+Qf ，其中W，Qf 是投

射的而膨(鲁N’)E仃( rood尺) ．
由k一挠自由模的定义，容易得到如下结论．

引理4 设k≥3．则rood R中自反模A是k

一挠自由的，当且仅当对任意l ≤i ≤k一2，

Ext ‘( A‘ ，尺) =0．
，

设A∈r ood R( 或rood R叩)，X1—_+墨一A- +

0是r ood R中的一个正合列，其中蜀和五都是G

一投射的．令x=Coker f+，则我们可得到r ood

R叩(或rood R)中的正合列
f ●

0_A’_x：二_x：_x一0

命题5 设A和x如上所述．则有如下的正合

列：

0叶Ext l ( X，R)一A_二■A一一Ext 2( x，R) _0

0一Ext l (A，尺) 一X—- X一一Ext 2(A，尺)_O．
证：由G一投射的性质易知存在投射模P。，P：

以及G一投射模G1，G：和R一模同态g：P，一P：，

使得如下的正合交换图成立：

0 0 0

J l l
0——_G——_Gl ——_G；——- +0

l l i l
0— -◆ Kcr g_+B— oPI _A— _+0

I I
．

I J- 。0_Kcr f _石 — — ￡ +石 _二_o

用函子Hom( ，R) 作用后，由蛇形引理得到正合列

0_+Coker f 。_+Coker g+_+G’’+O．从而对于任

意的 i ≥1有Ext ‘(Coker f ’，R)兰Ext ‘(Cokerg+，

尺) ．再由文献[ 7] ，得到了如下正合列

0- +Ext l ( x，R) _+A二■A一- +Ext 2( x，R) _+0

第二个正合列可以由A兰Coker 厂’和第一

个正合列得出．

注：1) 这个命题不是平凡的．因为任意一个投射模和

C一投射模的 直和都是G一投射的 ，而且非投射的G一投

射是存在的．

2)易见：有限生成左(或右) R一模是无挠的(或自反

的)当且仅当它是1一挠自由的( 1一挠自由的)．

定理6下列陈述等价：

( 1) 对任意M∈r ood R和1≤i ≤k一1，

grExt “1(肘，尺 )≥i ；

( 2)对任意l ≤i ≤k，G一∥( r ood R) =

，( rood尺) ．

证：对k作数学归纳法．由命题5，有G一

一( r ood R)=，( rood尺) ．于是，∥( rood R) =

F( r ood尺)．另外，当k=l 时，( 1)中的集是空

集，因此结论显然是对的．由引理3和文献[ 4]

知，k=2时结论成立．现在假设k≥3．

( 1) 号( 2) 首先，P( rood R) c G一∥( r ood

R) ，所以只需证明矿( rood R)] G一秽( r oodR)

即可．

任取L E G一∥(modR) ．于是有r ood R中的
，

正合列0-十L-+五一。—_+瓦一2_+⋯．+％_+肘_+

0，其中所有的置都是G一投射的．由题设已有k

时( 1) 成立，从而k一1时( 1) 也成立，由归纳假

设，对于任意l ≤i ≤k—l 有G一仃(mod尺) =

r ( rood R) ．因此L∈矿叫( mod R) ．由前面的引理

4和归纳法，只需证明Ext卜2(￡+，R) =0．
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令K=Coker 厂，则有K∈矿q( r ood尺)．可得

如下正合列

0_+K’_+x：一1_￡’_Ext‘( M，R) _+0．

K∈r。1(mod尺)可推出对于任意J≤i ≤k一3

有Ext‘(K’，尺)=0． 又由( 1)和正合列

Ext 扣2( Ext ‘( M，R)尺) - +Ext b2(L’，R) _+

Ext “3( K’，尺) 得证．

( 2) j ( 1) 任取M∈r ood R，则有 r ood R中正
，

合列0_+￡_+五一l —_+PI一2-+⋯-+蜀叶肘-+O，

其中置都是G一投射的．由( 2)知L∈r ( r ood

R)．由归纳假设，对任意1≤i ≤k一2有

gr Ext ”1(肘，尺)≥f ．于是只需证明gr Ext ‘(肘，R)

≥k一1，取K=Coker f ．从( 1)号( 2) 的证明可得

如下两个正合列：

O-÷K+_+疋1_+￡+_+Ext‘(M，R)_+0，and
Ext扣4(K+，R) _+Ext扣2(Ext k(M，R) ，R) - +

Ext扣2(L‘，尺)．

再由引理4可知Ext扣2( Ext‘(肼，R)，R)=0．

容易看出，r ood R中的l —Gorenst ei n合冲模

都属于一( r ood R)．但不知道是否任意k—

Gorenst ei n合冲模都会属于仃( rood-尺)．作为定
理6的推论，得到下面的结论．

推论7 如果对任意ME r ood R和1≤i ≤

k—l ，grExt川(M，尺)≥i ．则对任意1≤t≤k，任

一r ood R中的t —Gor enst ei n合冲模都属于

∥( r ood尺)．也即是说：r ood R中，若有正合列0_+

K_讫_+墨_+⋯_置扪其中每一个置是G一

投射的，则存在这样一个正合列0- +K- +Po-+P，

．+⋯_+P̈ ，其中每一个Pi 都是投射的．

证：假如对任意M∈r ood R和1≤f ≤k一1．

grExt “1(M，R)≥i ．由定理6对任意l ≤t ≤五，t —

Gorenst ei n合冲模K都属于r ( r ood R) ．另一方
面，由文献[ 7] ，仃( r ood R)3 r (rood R)．所以K

E∥( r ood尺)．

下面的结论指出定理6是左右对称的．

定理8 对任意正 整数七，下列陈述 等价：

( 1)对任意M∈r ood R和l ≤i ≤k一1有gr

Ext⋯( 肘，尺) ≥i；

( 2) 对任意1≤i ≤k有G一仃( r ood尺) =

r ( rood R)；

( 3)对任意N∈r ood R叩和l ≤i ≤k—I 有

gr Ext ⋯(N，R)≥i ；

( 4)对任意l ≤i ≤k有G一∥( r ood R印) =

r ( rood R叩) ．

证：由文献[ 4]，可得(1)铮( 3) ，再由定理6

得证 ．

容易看出打( rood R) =C一∥( r ood R)．另

一方面，由引理3可得仃( r ood R) =G一仃( r ood

尺)．但是一般地对于任意整数k≥3，不知道是否

有∥( r ood尺)=C一仃( rood尺) ．很自然地：什么

时候仃( r ood R)=G一∥( roodR)?下面的推论

给出了一个 部分回答．

推论9 如果对任意M∈r ood R和1≤i ≤

k一1有grExt ”1( 肘，月)≥￡，则对任意1≤i ≤k有

G一∥( r ood尺) =∥( rood R) =r ( r ood R)．
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