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摘 要：利用三对角线性方程组追赶法思想，推导出五对角线性方程组追赶法．理论 

推导表明：对于n阶五对角线性方程组求解，该算法的运算量级为D(1in)．数值实 

验表明：该算法比高斯消去法和其他一些迭代法有明显的速度和内存优势．这极大 

地提高了解线性方程的速度． 
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with Quinary Diagonal Matrix 
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Abstract：A forward elimination and backward substitution algorithm was derived for solu— 

tions of linear equations system with quinary diagonal matrix using ones with triune diago— 

nal matrix．It is deduced theoretically that the operational amount is 0(1 l n)for a linear 

equation system with quinary diagonal matrix whose order is n．It is shown in the numeri— 

eal experiments that this method has some advantages in computational cost and memory 

need evidently．It improves the calculational rates． 

Key words：quinary diagonal matrix；band matrix；sparse matrix；system of linear equa‘ 

tions 

在现代科学与工程计算领域，线性方程组的 

求解极为重要 卜引．这些领域包括结构力学，弹 

性力学，流体力学，振动分析，电路分析，热传 

导，电磁波，生物学，医学，化学问题计算，社会 
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科学问题，商业，经济问题分析的定量分析与研 

究 J．许多有效的数值方法，最终都将导致线性 

方程组的求解 ． 

线性方程组求解方法可分为直接法和迭代 

法．最基本的直接法是高斯消去法的变形，但是 

高斯消去法计算量比较大．而迭代法一般也要足 

够的迭代次数才能达到需要的精度，有时甚至发 

散．在实际中遇到的线性方程组系数大多数是稀 

疏矩阵或带状稀疏矩阵，而且往往是对角占优矩 

阵．前人对此已进行了大量的研究 J．本文试 

图用追赶法的思想来求解五对角线性方程组，并 

与高斯消去法和其他一些迭代法进行比较． 

解，将矩阵A分解为两个三角矩阵的的乘积 

A=LU， (3) 

其中 为下三角阵， 为上三角阵，它们有如下的 

形式 

L = 

1 五对角线性方程组追赶法的推导 
U = 

设有五对角线性方程组 

● 

： 

一 2 

一  

× 

简记为Ax= 其中A为非奇异的五对角带状矩 

阵，系数满足 I i— I>2时，0 =0．特别地，当 

(1)I c1 I>I d1 I+l e1 I>0， 

d1，e1≠ 0 

(2)I c2 I>I b2 I+I d2 I+l e2 I， 

b2，d2，e2≠ 0 

(3)I c I≥I n I+l b I+I d I+l el I， 

。 ，b ，d ，e ≠ 0，i= 3，4，⋯ ，n 一2 

(4)I c 一1 I>l 8 一1 I+I 6 一1 I+I d 一1 I， 

口 
一 1，b 一 1 ，

d 
一 1
≠ 0， 

(5)I c I>I n I+l b I>0， 

口 ，b ≠ 0． 

(2) 

时，A为对角占优矩阵，利用矩阵的直接三角分 

1 

2 2 

3 3 

●

● 

n一1 

yn n 

1 1 q1 

1 q2 

1 
一 2 q 一2 

1 
一 1 

1 

， (4) 

根据式(3)比较式(1)，式(4)中系数矩阵的 

系数，不难得出 

fc1 1，d1= 1 1，e iqi， 

l ：1，2，⋯，n一2 

I b2=y2，b =zi 一2+y ， 

』 江3，4，⋯，n (5) ‘ I．，J I 
c2 = 2 1+ 2，c‘= ziq 一2+ i一1+ ， 

I ：3，4，⋯，n 

= OL ， = 3，4，⋯ ， 

d = y q 
一

1+OL ， ： 2，3，⋯ ，n 一1． 

容易证明矩阵A非奇异当且仅当OL ≠0， = 

1，2，⋯， ．因此当A非奇异时可以实现矩阵A的 

LU分解．从而原方程(1)等价于下面两个方程关 

于 求解 

： f (6) 

Ux：Y (7) 

首先如下递推地求出特定系数： 

1：c1， =d1／ 1， (8a) 

y2=b2， 2=c2— 2JB1 (8b) 

q =e／ ， =1，2，⋯，n一2， (8c) 
= (d 一y q 一1)／ ， =2，3，⋯，n一1， 

(8d) 

z = ，i=3，4，⋯，n， (8e) 

y =b 一 【_2，i=3，4，⋯，n (8f) 

：C 一ziq 2一y 一1，i=3，4，⋯，n，(8g) 

1)设 =f，求Y．算法如下： 

Y1= ／ 1， (9a) 

≈ “ 0 
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Y2=(A — 2Y )／ 2， (9b) 

Y =( —ziYf．2一 Yf．】)／ f， =3，4，⋯，11,． 

(9c) 

2)设 Ux=Y，求 ．算法如下： 

=Y (10a) 

一 1=Y 一1一 一l ， (10b) 

= Yi—qixf+2一 i +l， = 11,一2，11,一3，⋯ ， 

1． (10c) 

步骤 1)称为“追”过程，步骤 2)称为“赶” 

过程，因此这个算法仍然称为追赶法．追赶法的 

本质还是高斯消去法，只是利用了带状稀疏矩阵 

的非零系数分布特点，达到提高运算速度的目 

的。同时从(8)～(1O)也可以看到，追赶法需要 

的内存也相当的少，也是线性的． 

2 运算量和占用内存的估算 

2．1 运算量的估计 

估计用追赶法求解五对角线性方程组的运算 

量． 

1)计算(8c)大约需要／7,个乘法； 

2)计算(8d)大约需要2n个乘法和 ／7,个加 

法； 

3)计算(8f)大约需要／7,个乘法和／7,个加法； 

4)计算(8g)大约需要2n个乘法和2n个加 

法； 

5)计算(9c)大约需要3n个乘法和2n个加 

法； 

6)计算(10c)大约需要2n个乘法和2n个 

加法． 

因此，用追赶法求解 ／7,阶五对角线性方程组 

大约共需要 11／7,个乘法和8n个加法，其运算量 

级完全是线性的，为 O(1In)．已知高斯消去法 

的运算量是 O(n。／3)．可见当／7,较大时追赶法比 

高斯消去法的运算量大为减少．对于迭代法，追 

赶法同样有很大的优势，以共轭梯度法为例，估 

算用它求解一个／7,阶的线性方程组至少需要4n。 

+6n +2n个乘法和4n。+6n +／7,个加法．这样 

它的运算量级同样是 O(4n。)的．从原则上讲， 

共轭梯度法经过 11,步的迭代一定能够得到精确 

解．但是由于舍人误差的存在，多步迭代将导致 

其基向量线性相关，共轭梯度法并不能在 11,步时 

给出精确解．可见追赶法比共轭梯度法速度要 

快．对于其他的迭代法同样是这样． 

2．2 占用内存的估计 

由式(1)，存储 11,阶五对角线性方程组的系 

数和右边向量需要6n个存储单元，由式(8)，计 

算系数． ；屈； ；g 需要 4n个存储单元，由式 

(9)，(10)，计算中间结果 Y和最终结果 需要 ／7, 

个存储单元．这样，解 ／7,阶五对角线性方程组共 

需要 1 I n个存储单元．解方程所需的存储单元为 

线性的． 

3 数值实验及与其他算法的比较 

本文用 MATLAB编程实现五对角线性方程 

组的求解，用两个示例进行了数值实验，并且将 

追赶法(febs)与高斯消去法(gauss)，lu分解法 

(1u)，不完全 lu分解法(1uinc)，qr分解法(qr)， 

最小残余法(minres)，广义最小残余法(gmres)， 

最小 二乘 法 (1sqr)，高 斯 塞 得 尔 迭 代 法 

(gseide1)，雅可比迭代法(jacobi)，共轭梯度法 

(cgs)，双共轭梯度法(bicgs)，稳定双共轭梯度 

法(bicgstab)，预处理共轭梯度法(pcg)，拟最小 

残余法(qmr)等进行了比较． 

例 1 设 ／7,阶五对角线性方程组(1)中系数 

矩阵对角占优但非对称，ai=1；b =2；ci=13；d 

= 4；e =5 =10 000，此时系数矩阵的条件数 

为4．用追赶法及以上各种算法对比实验，计算 

结果见表 1． 

例2 设 ／7,阶五对角线性方程组(1)中系数 

矩阵是 Grcar型的，a =0；b =一1；ci=1；di=1； 

e =1-J,=10 000，此时系数矩阵的条件数为 

7．031 5．用追赶法及各种算法对比实验．在对比 

算法中，使用了稀疏矩阵的算法，因此这些算法 

的运算量比相应的稠密矩阵已经大为减少．计算 

结果见表 2． 

从以上例子中，看到追赶法的精度和速度都 

较好．其普适性也较好．尽管在例 2中 ／7,： 

10 000，100 000时最小二乘法的计算速度比追 

赶法快，但精度却较低． 

4 结论 

从理论分析上看，追赶法求解 13阶五对角线 

性方程组的运算量已经达到了线性量级O(1In)， 

比典型的高斯消去法运算量级 O(n。／3)大为减 

少．比典型的共轭梯度法的运算效率同样有优 

势．追赶法也极大地节约内存．数值实验表明运 

算的速度与理论估计基本一致．同时，追赶法有 

较好的普适性，当迭代法不收敛时追赶法仍有良 

好的计算性能．计算精度达到1O 。量级．此外算 

法实现也较容易． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


4 南华大学学报(自然科学版) 2008年3月 

表 1 n阶五对角非对称线性方程组的计算时间及绝对误差比较 

Table 1 The comparison of the computational time and the absolute errors for linear 

equations system witll n order quiua ry diagonal asymmetric matrix 

表 2 n阶五对角 Grcar线性方程组的计算时间及绝对误差比较 

Table 2 Th e comparison of the computational time and the absolute errors for linear 

equations system with n order quinary diagonal Grcar matrix 
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